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As teorias quânticas de campo s~ao fundamentais em teoria de Materia Condensada e Fsica de
Altas Energias. Nesse artigo mostramos como um formalismo tpico de teorias de campos pode ser
introduzido didaticamente, generalizando a soluc~ao do oscilador harmônico para um grande numero
de graus de liberdade. No limite contnuo, esse metodo nos leva a quantizac~ao do campo de uma
corda esticada vibrante e a existência dos fônons como excitac~oes elementares (\partculas") desse
campo. O procedimento pode ser usado como introduc~ao elementar as teorias quânticas de campo
atraves de ferramentas ensinadas em um curso de graduac~ao de Mecânica Quântica.
Quantum eld theories are central to both Condensed Matter and High-Energy Physics. In this
article, we show how a typical eld theoretical formalism can be pedagogically constructed by
generalizing the solution of a harmonic oscillator to a large number of degrees of freedom. In the
continuum limit, this method leads to the quantization of the eld of a vibrating stretched string
as well as to the existence of phonons as elementary excitations (\particles") of this eld. The
procedure can be used as an elementary introduction to quantum eld theory by means of tools
taught at an undergraduate course in Quantum Mechanics.
I Introduc~ao
Entendemos por campo uma func~ao denida em todos
os pontos do espaco. Por ser denido sobre um con-
junto contnuo de pontos, um unico campo incorpora
um numero innito de graus de liberdade. O exemplo
mais familiar e o campo eletromagnetico, que e o centro
das atenc~oes de todo o Eletromagnetismo [1].
A proposta da Teoria Quântica de Campos e
quantizar esses objetos matematicos, assim como a
Mecânica Quântica trata de quantizar as grandezas
fsicas relacionadas ao movimento de um numero nito
de partculas. A forma de fazer isso e escrever os
observaveis em termos de operadores que aumentam
ou diminuem o numero de certas quantidades discre-
tas no sistema, conhecidos como quanta de excitac~ao.
Tais quantidades s~ao ent~ao identicadas com partculas
elementares cujas propriedades (como massa, carga
eletrica e spin) se reetem nas propriedades do campo.
Por exemplo, as partculas que resultam da quan-
tizac~ao do campo eletromagnetico (mais propriamente,
do quadripotencial A) s~ao os fotons, que têm massa
e carga nulas e spin 1. Como toda a informac~ao sobre
o numero e estado das partculas pode ser resumida
na descric~ao do estado do campo, o formalismo de teo-
ria de campos e conveniente para tratar sistemas de
muitas partculas. Mais do que isso: numa teoria rela-
tivstica, com possibilidade de criac~ao e aniquilac~ao de
partculas, a func~ao de onda de uma partcula perde
o signicado, e o formalismo de campos e essencial e
inevitavel [2, 3].
O objetivo deste artigo e mostrar como quanti-
zar um campo unidimensional, correspondente a uma
corda vibrante, da maneira mais pedagogica possvel.
Esse procedimento torna-se bastante simples quando
comecamos tratando um sistema discreto de osciladores
acoplados. Por isso, na sec~ao II, revisamos a soluc~ao
quântica do oscilador harmônico. Na sec~ao III, trata-
mos o problema de dois osciladores acoplados. Na sec~ao
IV, generalizamos a soluc~ao para N osciladores acopla-
dos, diagonalizando o Hamiltoniano atraves dos modos
normais de vibrac~ao. Por m, na sec~ao V, tomamos o
limite contnuo (parâmetro de rede indo a zero) e en-
contramos o espectro do Hamiltoniano da nossa teoria
de campo.
II Oscilador harmônico
O oscilador harmônico unidimensional de massa m e
constante de mola C e regido pela Lagrangiana [4]
L (x; _x) =
1
2
m _x2   1
2
Cx2; (1)
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onde x e a posic~ao da partcula. O momento canonica-




= m _x: (2)
O Hamiltoniano, que deve ser escrito como func~ao de x
e p, e







A quantizac~ao do movimento da partcula e feita
associando-se a x e p operadores Hermitianos que sat-
isfazem a relac~ao de comutac~ao canônica
[x; p] = i~: (4)
Um estado qualquer da partcula e descrito por um
ket generico j i. Na base de autoestados de posic~ao
fjxig, j i e representado por uma func~ao de onda
 (x) = hx j  i, tal que j  (x) j2=  (x) (x) representa
a densidade de probabilidade de encontrar a partcula
entre x e x + dx. Queremos encontrar as soluc~oes da
equac~ao de Schrodinger independente do tempo
H j i = E j i ; (5)
onde os valores de E s~ao as energias permitidas do sis-
















[x; p] = i: (8)

















(x  ip) : (11)












a  ay : (13)












ondeN  aya e chamado de operador numero. De (14),
temos as relac~oes de comutac~ao entre H e os operadores
a e ay




Decorre das Eq. (16) e (17) que, se j i e um autovetor
deH com energiaE, ent~ao ay j i e a j i s~ao autovetores





 j i = ~!ay j i ) Hay j i = (E + ~!)ay j i ; (18)
[H; a] j i =  ~!a j i ) Ha j i = (E   ~!) a j i : (19)
d
Logo, a aniquila um quantum de energia ~! e ay cria
o mesmo quantum. Por isso, os operadores a e ay s~ao
conhecidos como operador de aniquilac~ao e operador de
criac~ao.
O espectro de N e formado por inteiros n~ao nega-
tivos n = 0; 1; 2; : : : [4]. Consequentemente, os nveis de







(n = 0; 1; 2; : : :) : (20)






O estado fundamental, denotado por j0i, e tal que
a j0i = 0; (22)
pois o operador a n~ao pode criar nveis com energia
menor do que E0. O n-esimo estado excitado e cons-
trudo a partir do estado fundamental, aplicando-se o
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n j0i ; (23)
onde 1/
p
n! e a constante de normalizac~ao, tal
que hn j ni = 1. A atuac~ao dos operadores de
criac~ao e aniquilac~ao sobre os auto-estados do oscilador
harmônico e dada por
a jni = pn jn  1i ; (24)
ay jni = pn+ 1 jn+ 1i : (25)
Pode-se demonstrar que a func~ao de onda do estado jni
e
 n(x) = hx j ni = Hn(x)e  12 m!~ x2 ; (26)
onde Hn(x) e o polinômio de Hermite de ordem n.
III Dois osciladores acoplados
Podemos tratar problemas que envolvem mais de uma
partcula usando a equac~ao de Schrodinger indepen-
dente do tempo (5), onde  e agora uma func~ao das N
coordenadas que informam a posic~ao de cada partcula
e E e a energia do sistema. Denotaremos essas posic~oes
por u1; u2; :::; uN ; assim,  =  (u1; u2; :::; uN ) 
 (uj). Para quantizar esse sistema, precisamos conhe-
cer o Hamiltoniano classico em func~ao das quantidades
canonicamente conjugadas e ent~ao associar operadores
a essas quantidades. Se a energia potencial depender
apenas das coordenadas, a Lagrangiana sera dada por
[5]









j  V (u1; :::; uN) : (27)
Se pj = @L=@
:
uj= m _uj e o momento canonicamente
conjugado a uj , o Hamiltoniano classico sera
H [uj ; pj ] =
NX
j=1





+ V (u1; :::; uN ) :
(28)
Associam-se as variaveis canônicas classicas operadores
de posic~ao ui e momento pi que satisfazem
[ui; uj ] = [pi; pj ] = 0; (29)
[ui; pj ] = i~Æij : (30)
Comecamos com o problema simples de duas
partculas, de massas m1 e m2, ligadas pela energia
potencial
V (u1; u2) =
1
2
C (u2   u1)2 ; (31)
que corresponde ao problema classico de duas massas
acopladas por uma mola de constante C: O Hamiltoni-










C (u2   u1)2 : (32)
E conveniente reescrever a Eq. (32) em termos das no-
vas coordenadas





onde M  m1 +m2: As coordenadas v e w s~ao facil-
mente reconhecidas como a coordenada relativa entre
m1 e m2 e a coordenada do centro de massa do sis-






pw = p1 + p2: (36)











onde   m1m2=(m1 + m2) e a massa reduzida. O
Hamiltoniano (37) e separavel nas variaveis v e w; isso
signica que a func~ao de onda e a energia dos estados
estacionarios podem ser escritas na forma
 (v; w) = '(v)(w); (38)
E = Ev +Ew: (39)
A equac~ao em w e
p2w
2M
(w) = Ew(w); (40)
e corresponde ao movimento de uma partcula livre de







a soluc~ao e uma onda plana do tipo
(w) = eikw : (42)








'(v) = Ev'(v): (43)
Comparando-se com (3), vê-se que essa e a equac~ao de
Schrodinger de um oscilador harmônico com massa 
e frequência ! =
p
C=. Da sec~ao 6, sabemos que os
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nveis de energia s~ao quantizados como em (20) e 'n(v)












O metodo empregado acima sugere uma generali-
zac~ao que permite tratar o caso de N corpos. O fato
fundamental e que a equac~ao de Schrodinger indepen-
dente do tempo torna-se separavel quando se escolhe
um sistema de coordenadas conveniente. No caso con-
siderado, a coordenada v corresponde a uma forma de
movimento em que tanto m1 quanto m2 vibravam com
a frequência !; por sua vez, w corresponde a translac~ao
conjunta de m1 e m2 { o que pode ser encarado como
uma vibrac~ao com frequência ! = 0: Cada uma dessas
formas de movimento, em que todas as partculas vi-
bram com a mesma frequência, e chamada de um modo
normal do sistema.
Temos, ent~ao, uma estrategia para resolver o proble-
ma quântico de N osciladores acoplados: encontrar os
modos normais do sistema pela mesma tecnica empre-
gada no caso classico, separar a equac~ao de Schrodinger
nas coordenadas dos modos normais e reduzir o pro-
blema a N equac~oes de osciladores harmônicos sim-
ples, cuja soluc~ao ja conhecemos. Essa estrategia sera
seguida na proxima Sec~ao.
IV N osciladores acoplados
IV.1 Diagonalizac~ao do Hamiltoniano
Vamos considerar agora o problema de N massas
acopladas por N molas (Fig. 1). Por simplicidade,
assumimos que todas as massas s~ao iguais (mi = m)
e todas as molas têm a mesma constante C. Assim,





C (uj+1   uj)2 : (45)
Alem disso, impomos condic~oes periodicas de contorno
uj+N (t) = uj(t): (46)
A relac~ao (46) pode ser visualizada como a construc~ao
de uma cadeia de N partculas acopladas por molas em
que se liga a ultima delas a primeira por outra mola, for-
mando um crculo fechado com N molas. As condic~oes
de periodicas de contorno, embora n~ao essenciais ao de-
senvolvimento que se segue, facilitam sobremaneira os
calculos.
j = 1 j = 2 j = 3 j = N j = 1
...
Figura 1. N osciladores harmônicos acoplados com condic~oes periodicas de contorno.
A Lagrangiana do sistema e
c











































= m _uj: (50)
O termo da energia potencial pode ser simplicado no-
tando que cada u2j aparece duas vezes na soma. Temos,
ent~ao,
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e o superndice t denota a transposic~ao da matriz.
Como A e simetrica, existe uma mudanca de coor-
denadas dada por uma matriz ortogonal G que diago-
naliza A; isto e
u = Gq; (55)
com G tal que
Gt = G 1; (56)
GtAG = D; (57)
dij = 
2
i Æij ; (58)
onde dij s~ao os elementos da matriz D. Os autovalores
2i de A s~ao todos n~ao negativos porque u = 0 e uma
congurac~ao de equilbrio estavel do sistema. Substi-
tuindo (55) na Eq. (53) e usando (57), obtemos
c
























O Hamiltoniano associado e














onde j = m _qj . A transformac~ao ortogonal assegura
que qj e j s~ao tambem canonicamente conjugados, isto
e,
[qi;j ] = i~Æij : (61)
Notamos que o Hamiltoniano (60) e separavel nas
variaveis qj , que descrevem os modos normais de vi-







Logo, a equac~ao de Schrodinger admite soluc~oes da
forma















Portanto, a energia total do sistema e quantizada em





















IV.2 A relac~ao de dispers~ao
As frequências !j , das quais dependem os nveis
de energia do sistema com N osciladores, s~ao as
frequências classicas dos modos normais de vibrac~ao.
Para encontra-las, consideramos as equac~oes de movi-












que nos levam a
m
::
uj= C(uj+1   uj)  C(uj   uj 1): (68)
Na Eq. (68), cada uj se acopla com os dois primeiros
vizinhos. Quando o sistema esta num modo normal,
todas as partculas oscilam com a mesma frequência.
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Alem disso, a invariância da Lagrangiana por uma
translac~ao de j ! j+1 assegura que exista uma soluc~ao




onde aj e uma amplitude complexa de vibrac~ao, k =
2= e o numero de onda e h e a separac~ao de equilbrio
entre dois stios vizinhos (parâmetro de rede). Logo, a
posic~ao de equilbrio da massa de ndice j e xj = jh.
Substituindo (69) em (68), encontramos as frequências
normais de oscilac~ao, tambem conhecida como a relac~ao










De Eq. (70), podemos ver que qualquer intervalo de
kh de amplitude 2 e capaz de fornecer todos os valores
de ! possveis. E costume escolher o intervalo simetrico
 
h
 k  
h
; (71)
conhecido como primeira zona de Brillouin [6]. Ob-
serve que a existência de um k maximo esta ligada ao
fato da separac~ao entre as massas ser nita (h > 0).
Alem disso, a Eq. (70) implica que ha uma frequência







A relac~ao de dispers~ao (70) e mostrada na Fig. 2.













Figura 2. Relac~ao de dispers~ao de N osciladores
harmônicos acoplados.













Para kh  1 (comprimentos de onda muito maiores
que o parâmetro de rede), a velocidade de fase e aproxi-
madamente constante
! ' !M jkjh
2
(74)





As frequências dos N modos normais surgem
quando exigimos que a soluc~ao (69) satisfaca as
condic~oes periodicas de contorno, o que ocorre se
eikjh = eikh(j+N): (76)








onde j = 0;1;2; : : : e L = Nh e o comprimento
total da rede. Os kj s~ao separados pela quantidade
k = kj+1   kj = 2=L: Se quisermos limitar os va-
lores de k a primeira zona de Brillouin (71), devemos
tomar
j =
  N2 + 1;    ; 0;    ; N2 N par;
 N+1
2 ;    ; 0;    ; N 12 N impar:
(78)
As frequências !j s~ao nalmente obtidas







Vê-se que as frequências dos modos normais s~ao dege-
neradas, pois !j = ! j : De fato, as soluc~oes com kj e
k j =  kj correspondem a ondas de mesma frequência
que se propagam pela rede em sentidos opostos. O
modo de frequência ! = 0 e o modo de translac~ao livre
do sistema, como discutimos na sec~ao III.
V O limite contnuo
V.1 Lagrangiana e Hamiltoniano da
corda
Um sistema contnuo pode ser encarado como o li-
mite de um sistema de partculas quando o numero de
graus de liberdade tende a innito. Toma-se, ent~ao,
o cuidado de fazer a correspondência correta entre as
grandezas caractersticas do sistema discreto e suas
analogas no contnuo. No caso que temos tratado, o
problema de N partculas ligadas por molas reduz-se,
quando N ! 1 e h ! 0 (mantendo L = Nh xo),
ao problema de uma corda contnua que vibra longitu-
dinalmente. A dinâmica da corda depende da densi-
dade linear de massa e de uma constante relacionada
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a sua elasticidade. O ndice j em uj(t) deve tornar-se
contnuo e relacionado a coordenada x do ponto sobre
a corda
uj(t)! u (x = jh; t) : (80)
A grandeza u(x; t) dene, ent~ao, uma func~ao contnua
no domnio 0  x  L, ou seja, u(x; t) e um campo
escalar unidimensional, que descreve o deslocamento
de cada ponto da corda em relac~ao a sua posic~ao de
equibrio.
A propriedade de inercia da corda e dada pela den-









onde M e a massa total da corda. A energia cinetica
do sistema discreto em (48) pode ser reescrita na forma
























onde a integral e calculada no intervalo  L=2  x 
L=2.
Ja a energia potencial em (48) ca





















encontramos que a energia potencial da corda e










A Lagrangiana do sistema contnuo e, ent~ao,
c























e chamada de densidade de Lagrangiana. Note que a
Lagrangiana, que era uma func~ao de varias variaveis
no caso discreto, torna-se agora um funcional de u (x),
_u (x) e @xu (x), ou seja, um novo tipo de func~ao que,
nesse caso, leva func~oes reais pertencentes ao conjunto
F ao conjunto dos reais
L [u (x) ; _u (x) ; @xu (x)] : F ! R: (91)





=  _u(x); (92)















O analogo da equac~ao de movimento (68) para a
corda contnua e a equac~ao de onda, que decorre da

















Note a presenca de um novo termo, devido a de-




@2t u(x; t) = 0; (95)
onde c =
p
= e a velocidade da onda, que e cons-
tante. Esse e exatamente o limite h! 0 na relac~ao de
dispers~ao (70), que se reduz a
!j = !(kj) = c jkj j : (96)
V.2 Diagonalizac~ao do Hamiltoniano da
corda
No limite contnuo, a func~ao de onda de N coorde-
nadas  (uj) e substituda por um funcional de onda
 =  [u(x)], que descreve o estado do sistema e e
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soluc~ao da equac~ao de Schrodinger com o Hamiltoni-
ano dado por (93). Para quantizar o Hamiltoniano em
analogia com o caso discreto da Eq. (30), imp~oe-se que
os operadores u(x) e (x) satisfazem as relac~oes de co-
mutac~ao canônicas
[u(x); u(x0)] = [(x);(x0)] = 0; (97)
[u(x);(x0)] = i~Æ(x  x0); (98)
onde Æ(x) e a func~ao delta de Dirac, que pode ser en-
carada com o limite contnuo do delta de Kronecker em
(30).
Como no caso discreto, a estrategia e escrever H
em termos das coordenadas dos modos normais para
obter um conjunto de osciladores harmônicos de ener-
gia quantizada. Introduzimos qj como a amplitude do





onde os kj permitidos s~ao kj = j2=L. Multiplicando
os dois lados da Eq. (99) por e iklx e integrando sobre






Como u(x) e real, segue da Eq. (100) que qn e, em
geral, complexo e qn = q n: De (99), temos que
c
Z













_qj _qlÆj; l = L
X
j




















onde substitumos M = L e k2j = !
2
j .




=M _q j ; (105)
lembrando que cada qj aparece duas vezes no somatorio
em (104). E facil ver que j se relaciona com (x)










Como no caso de qj ; temos que 

j =  j porque (x)
e real. A relac~ao de comutac~ao entre os operadores qj
e j pode ser obtida a partir da relac~ao entre u(x) e







dx0[u(x);(x0)] ei(kj ki)x = i~Æij ;
(108)
que tem tambem uma forma canônica (porem discreta).













Vamos considerar o limite da corda innita L!1
(as vezes tambem chamado de limite termodinâmico).
Uma vez que a separac~ao entre os kj permitidos e
k = 2=L, o limite L ! 1 faz k ! 0, isto e,
o conjunto de k's permitidos torna-se contnuo, assim
como a variavel x. Por isso, denotamos cada modo por






















Logo, q(k) e a transformada de Fourier de u(x).
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e a relac~ao de comutac~ao para os operadores comndice
contnuo e
[q(k);(k0)] = i~Æ(k   k0): (114)



























com !(k) = c jkj.
V.3 Fônons
Basta comparar com a Eq. (60) para perceber que
o Hamiltoniano da Eq. (116) e um soma sobre todos os
modos k de operadores n~ao-Hermitianos q(k) e (k).
Logo, o espectro de H deve ser dado pelo numero de
excitac~oes em cada modo de frequência !(k). Para










que satisfazem a relac~ao de comutac~aoh
q̂(k); ̂(k0)
i
= iÆ(k   k0): (119)















que, por sua vez, satisfazem
a(k); ay(k0)

= Æ(k   k0): (122)
















A interpretac~ao e a esperada: os estados excitados
s~ao produzidos pela ac~ao de operadores de criac~ao e
destruic~ao de um numero inteiro de quanta de energia
~!(k). A diferenca e que, neste caso, o espectro de
frequências !(k) e contnuo. O estado fundamental j0i
e obtido da condic~ao
a(k) j0i = 0; (126)
que deve ser valida para todo k: De acordo com a Eq.








A divergência na energia do estado fundamental e co-
mum numa teoria de campos (que lida com innitos
graus de liberdade) e aparece aqui por dois motivos.
Em primeiro lugar, a integral e feita sobre todos os mo-
dos com k de  1 a +1 e, como cada modo possui en-
ergia de ponto zero nita, o resultado deve ser innito.
Essa divergência pode ser corrigida introduzindo-se
uma distância mnima no sistema (como um parâmetro
de rede), que estabelece um k maximo; tal procedi-
mento e conhecido como regularizac~ao do ultravioleta,
porque lida com pequenos comprimentos de onda. Em
segundo lugar, os modos de vibrac~ao da corda innita
s~ao contnuos; da a origem do fator Æ(0) em E0. A
soluc~ao para esse problema e justamente introduzir um
tamanho nito L para a corda, o que discretiza e imp~oe
um valor mnimo para os k's. Essa e uma regularizac~ao
do infravermelho (grandes comprimentos de onda). A
interpretac~ao fsica dessas divergências e clara: elas
representam a energia necessaria para a criac~ao do
numero innito de graus de liberdade do sistema (ener-
gia de criac~ao da corda). Mesmo sem qualquer regular-
izac~ao, o que realmente interessa s~ao as diferencas de
energia entre os nveis, n~ao a energia total de criac~ao
do sistema. Essas energias de excitac~ao s~ao dadas pelos
quanta ~!(k) e s~ao nitas. O Hamiltoniano associado




dk ~c jkj ay(k)a(k): (128)
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Os estados excitados com nr excitac~oes de momento
kr, ns excitac~oes de momento ks, etc, s~ao construdos














Esse resultado mostra que e possvel descrever o
estado do sistema, que e vinculado ao campo escalar
u(x), atraves da criac~ao e destruic~ao de quanta de vi-
brac~ao da corda. As transic~oes entre estados excita-
dos acontecem quando ha absorc~ao ou emiss~ao dessas
quantidades discretas de energia por parte do sistema.
Podemos levar essa interpretac~ao um pouco mais longe
e identicar esses quanta com partculas, usualmente
chamadas fônons, que s~ao caracterizadas pela energia
E(k) = ~!(k) e pelo momento p(k) = ~k (segundo as
relac~oes de Einstein-De Broglie). Para que um estado
excitado que bem caracterizado, e suciente informar
o numero de fônons de cada modo normal criados sobre
o estado fundamental. Esses numeros s~ao justamente o
que se obtem aplicando-se os operadores numero N(k)
 ay(k)a(k) sobre os autovetores de H . Desse ponto
de vista, o estado fundamental j0i e um estado que
n~ao contem nenhum fônon e, por isso, e frequentemente
chamado de vacuo. Alem de energia e momento, pode-
se levar adiante a analogia com uma partcula material
e se perguntar se um fônon tem uma massa de repouso
associada. Dado que E = ~c jkj = c jpj ; se considerar-
mos a express~ao relativstica para a energia total
E =
p
(m0c2)2 + (pc)2 (130)
concluiremos que m0 = 0, ou seja, um fônon tem massa
de repouso nula.
VI Conclus~oes
O problema de quantizac~ao da corda contnua mostra
que e viavel introduzir uma teoria quântica de campo
usando-se um sistema mecânico familiar e intuitivo para
alunos de graduac~ao. A linha seguida foi a de generali-
zar, passo a passo, a soluc~ao do oscilador harmônico de
1 para N e de N para innitos graus de liberdade. Vi-
mos que, nas coordenadas dos modos normais, a corda
equivale a um conjunto de osciladores desacoplados de
energia quantizada. Os quanta de vibrac~ao, aos quais se
atribui identidade de partculas, s~ao os fônons estuda-
dos nos cursos de Estado Solido. A teoria de campo de-
senvolvida e uma teoria de campo escalar livre, pois os
modos (ou fônons) s~ao n~ao interagentes. As interac~oes
s~ao introduzidas atraves de termos n~ao quadraticos nos
campos na express~ao da Lagrangiana ou da Hamiltoni-
ana.
Alem disso, esse problema ilustra um procedimento
comum a outras teorias de campo que prescindem de
analogia mecânica. Em tais casos, constroi-se uma La-
grangiana que fornece a equac~ao apropriada { o que
signica incorporar as propriedades das partculas nas
simetrias do campo { para ent~ao quantizar o sistema
impondo relac~oes de comutac~ao entre os operadores.
Os autores agradecem a FAPESP pelo apoio 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ceiro (00/05413-1).
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